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Dynamiques sous-cate´goriques ouvertes en interaction
(de´finitions et the´ore`me de stabilite´)
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Abstract. Open sub-categorical dynamics in interaction (definitions and stability
theorem). The aim of this paper is to define what we call open sub-categorical
dynamics, their interactions and the sub-categorical dynamics produced by those
interactions, thanks to the stability theorem we prove here and which motivates
all this study.
Keywords : Interaction. Open dynamics. Sub-categorical dynamics. Relations.
Multiple binary relations. Connectivity structures. Determinism. Indeterminism.
Re´sume´. En de´finissant les dynamiques sous-cate´goriques ouvertes et leurs
interactions, cet article se situe dans le prolongement imme´diat de notre ar-
ticle pre´ce´dent consacre´ aux dynamiques graphiques ouvertes. Les dynamiques
sous-cate´goriques constituent une ge´ne´ralisation des dynamiques cate´goriques,
pre´sentant sur ces dernie`res l’avantage d’une certaine stabilite´, objet du ≪ the´o-
re`me de stabilite´ ≫ que nous prouvons a` la fin de l’article.
Mots cle´s : Interaction. Dynamiques ouvertes. Dynamiques sous-cate´goriques.
Relations. Relations binaires multiples. Structures connectives. De´terminisme.
Inde´terminisme.
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1 Introduction
Les dynamiques sous-cate´goriques ge´ne´ralisent les dynamiques cate´goriques
de´finies dans [2] et [3], et les dynamiques sous-cate´goriques ouvertes ge´ne´ralisent
les dynamiques cate´goriques ouvertes pre´sente´es dans notre confe´rence sur les
≪ Influences dynamiques cate´goriques ≫ au cours du colloque ≪Topologie, effecti-
vite´, interactivite´ ≫ organise´ a` Supme´ca le 21 mai 2013 [4]. Cette ge´ne´ralisation
est, en effet, rendue ne´cessaire par le fait que la cate´goricite´ des dynamiques
cate´goriques ouvertes se re´ve`le instable dans leurs interactions 1. Pour obtenir
la stabilite´ que nous recherchions — et qu’exprime ici le the´ore`me 5 donne´ page
20 — nous avons duˆ dans un premier temps nous replier sur la notion assez res-
treinte mais de´ja` complexe de dynamique graphique, ce que nous avons fait avec
∗s.dugowson@gmail.com
1. Nous y reviendrons dans notre conclusion. Voir en particulier la note 20.
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notre texte ≪ Interaction des dynamiques graphiques ouvertes ≫ [7] qui constitue
le socle sur lequel toutes les de´finitions qui suivent seront donne´es. A` quelques
nuances pre`s , nous reprenons ici toutes les notations et de´finitions introduites
dans [7], ainsi que celles de [2] et [3]. Ainsi,
– dans tout l’article, C de´signe une petite cate´gorie,
– pour tout objet A d’une cate´gorie, IdA de´signe le morphisme identite´,
– Gr(C) de´signe le graphe associe´ a` C en ≪ oubliant ≫ la composition des
fle`ches,
–
Ð→
C de´signe l’ensemble des fle`ches de C et C˙ l’ensemble de ses objets (i.e.
les sommets du graphe Gr(C)),
– pour toute fle`che e ∶ A → B d’une cate´gorie (ou pour toute areˆte d’un
graphe), dom(e) de´signe sa source (ou domaine) A et cod(e) de´signe son
but (ou codomaine) B,
– P de´signe la cate´gorie dont les objets sont les ensembles et dont les fle`ches
sont les relations binaires entre ensembles, ces relations e´tant vues en tant
que ≪ transitions non de´terministes ≫, dont la composition est note´e ⊙,
– Pour tout ensemble M , P
M
Ð→ de´signe la cate´gorie dont les objets sont les
ensembles et dont les fle`ches sont les familles indexe´es parM de transitions
non de´terministes,
– si S et T sont deux ensembles et u ∶ S ↝ T et v ∶ S ↝ T deux transitions,
nous e´crirons
u ⊂ v
pour exprimer le fait que
∀a ∈ S,u(a) ⊂ v(a),
– etc...
Par ailleurs, pour toute transition u ∶ S ↝ T et tout e´le´ment a ∈ S, si u(a)
est un singleton : u(a) = {b} et s’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´, on commettra souvent
l’abus d’e´criture consistant a` e´crire u(a) = b. En particulier, pour une fonction
f ∶ S → T non partout de´finie, nous pourrons noter f(a) = b si f est de´finie en
a et y prend la valeur b, et f(a) = ∅ si f n’est pas de´finie en a.
2 Dynamiques sous-cate´goriques ouvertes
2.1 Dynamiques sous-cate´goriques
2.1.1 De´finition des dynamiques sous-cate´goriques
De´finition 1. Une dynamique sous-cate´gorique α consiste en la donne´e d’une
petite cate´gorie C, appele´e moteur de la dynamique α, et d’une dynamique
graphique 2 Gr(α) ∶ Gr(C) → Gr(P) telle que
– pour tout objet A ∈ C˙, on a
(IdA)Gr(α) ⊂ IdAGr(α) ,
– pour tout couple (e, f) ∈
Ð→
C2 de fle`ches composables — i.e. telles que
cod(e) = dom(f) — on a
(f ○ e)Gr(α) ⊂ fGr(α) ⊙ eGr(α).
2. Voir [7], de´finition 6.
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On e´crira α ∶C ⇁ P pour exprimer que α est une dynamique sous-cate´gorique
de moteur C. Par ailleurs, la dynamique graphique Gr(α) sera le plus sou-
vent simplement de´signe´e par la meˆme lettre α, de sorte que les relations de la
de´finition 1 ci-dessus peuvent s’e´crire
(IdA)α ⊂ IdAα ,
et
(f ○ e)α ⊂ fα ⊙ eα.
Les fle`ches de la cate´gorie C seront e´galement appele´es les C-e´coulements,
les e´coulements de C, ou simplement, s’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´, les e´coulements.
L’ensemble st(α) des e´tats d’une dynamique sous-cate´gorique α, le type
typ(s) d’un e´tat s ∈ st(α), les notions de de´terminisme et de quasi-de´terminisme
applique´es a` α sont respectivement de´finis par les notions analogues 3 applique´es
a` la dynamique graphique Gr(α).
2.1.2 Cate´gories de dynamiques sous-cate´goriques
Les de´finitions, donne´es en section §2.1.2 de [7], des dynamorphismes entre
dynamiques graphiques, qu’on se restreigne au cas de dynamiques ayant meˆme
moteur ou qu’on conside`re le cas ge´ne´ral, s’e´tendent aux dynamiques sous-
cate´goriques. On obtient ainsi les de´finitions suivantes des cate´gories DySC(C)
et DySC :
De´finition 2. E´tant donne´es deux dynamiques sous-cate´goriques α ∶C ⇁ P et
β ∶C⇁ P de meˆme moteur C, un dynamorphisme δ ∶ α↬SC β sous-cate´gorique
sur C est un dynamorphisme δ ∶ Gr(α) ↬ Gr(β) entre dynamiques graphiques
de meˆme moteur Gr(C). On notera DySC(C) la cate´gorie dont les objets sont
les dynamiques sous-cate´goriques de moteur C et dont les fle`ches sont les dyna-
morphismes sous-cate´goriques sur C.
Autrement dit, dans DySC(C), un morphisme δ ∶ α ↬SC β est la donne´e
d’une transition δ ∶ st(α) ↝ st(β) telle que
∀A ∈ C˙,∀a ∈ Aα, δ(a) ⊂ Aβ ,
et
∀(f ∶ A→ B) ∈
Ð→
C,∀a ∈ Aα, (δ ⊙ fα)(a) ⊂ (fβ ⊙ δ)(a).
La petite cate´gorie C e´tant donne´e, la cate´gorie DySC(C) s’identifie a` une
sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie des dynamiques graphiques de moteur le
graphe Gr(C). Par conse´quent, il n’y aura aucune ambigu¨ıte´ a` e´crire δ ∶ α↬ β
au lieu de δ ∶ α ↬SC β pour exprimer que δ est un dynamorphisme sous-
cate´gorique entre dynamiques sous-cate´goriques de meˆme moteur.
De´finition 3. E´tant donne´es deux dynamiques sous-cate´goriques α ∶ C ⇁ P
et β ∶ D ⇁ P, un dynamorphisme sous-cate´gorique (∆, δ) ∶ α ↬SC β est un
dynamorphisme de dynamiques graphiques 4 (∆, δ) ∶ Gr(α) ↬ Gr(β) tel que
∆ ∶ C →D soit un foncteur. On notera DySC la cate´gorie dont les objets sont
les dynamiques sous-cate´goriques et dont les fle`ches sont les dynamorphismes
sous-cate´goriques.
3. Voir la section §2.1.1 de [7].
4. Voir la section §2.1.2 de [7].
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S’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´, on dira que (∆, δ) est un dynamorphisme de α
vers β, et on e´crira (∆, δ) ∶ α↬ β (au lieu de (∆, δ) ∶ α↬SC β) pour exprimer
que (∆, δ) est un dynamorphisme sous-cate´gorique entre les dynamiques sous-
cate´goriques α et β.
2.1.3 Foncteurs d’oubli Gr ∶DySC(C) →DyGGr(C)
Notons DyG(G) (respectivement DyG) la cate´gorie des dynamiques gra-
phiques de moteur le graphe G (respectivement la cate´gorie de toutes les dy-
namiques graphiques). On notera Gr le foncteur d’oubli DySC → DyG qui a`
toute dynamique sous-cate´gorique α associe la dynamique graphique Gr(α) et
a` tout dynamorphisme sous-cate´gorique α ↬ β associe lui-meˆme en tant que
dynamorphisme graphique Gr(α) ↬ Gr(β). Par restriction aux dynamiques
sous-cate´goriques de moteurC et aux dynamorphismes sous-cate´goriques surC,
on obtient un foncteur d’oubli, encore note´ Gr, de DySC(C) vers DyGGr(C).
Pour souligner l’application de Gr, on pourra si ne´cessaire la faire porter sur
chacun des termes de l’expression concerne´e. Ainsi, a` un dynamorphisme sous-
cate´gorique
(∆, δ) ∶ (α ∶C → P) ↬ (β ∶D→ P),
le foncteur d’oubli associe le dynamorphisme graphique
(Gr(∆),Gr(δ)) ∶ (Gr(α) ∶ Gr(C) → Gr(P)) ↬ (Gr(β) ∶ Gr(D) → Gr(P)).
2.1.4 Dynamiques sous-cate´goriques propres
Soit α ∶ C ⇁ P une dynamique sous-cate´gorique. Pour tout e´tat a ∈ Aα
de type A ∈ C˙, on a soit (IdA)α(a) = a, soit (IdA)α(a) = ∅. Dans le cas ou`
(IdA)α(a) = ∅, nous dirons que, pour α, a est en-dehors du coup.
Pour un tel e´tat a en-dehors du coup, on a pour toute fle`che (f ∶ A→ B) ∈
Ð→
C
fα(a) = (f ○ IdA)α(a) ⊂ fα ⊙ (IdA)α(a) = f(∅) = ∅,
et de meˆme, pour toute fle`che g ∶ B → A et tout b ∈ Bα
a ∈ gα(b) ⇒ a ∈ (IdA ○ g)α(b) ⊂ (IdA)α ⊙ gα(b) = ⋃
a′∈gα(b)
(IdA)α(a′),
Mais
(IdA)α(a) = ∅⇒ ⋃
a′∈gα(b)
(IdA)α(a′) ⊂ gα(b) ∖ {a},
de sorte que a appartient a` un ensemble auquel il n’appartient pas : on en de´duit
par l’absurde qu’en fait
∀(g ∶ B → A),∀b ∈ Bα, a ∉ gα(b).
Ainsi, un e´tat en-dehors du coup a pour toute transition de la dynamique
conside´re´e une image vide, et n’est dans l’image d’aucune transition, pour aucun
e´tat.
On ve´rifie facilement que l’on peut alors retirer fonctoriellement tous les
e´tats en dehors du coup de toute dynamique sous-cate´gorique α pour obte-
nir une dynamique αˇ dont tous les e´tats soient dans le coup, de sorte qu’a`
tout dynamorphisme δ ∶ α ↬ β entre de telles dynamiques sous-cate´goriques
se trouve associe´ un dynamorphisme δˇ ∶ αˇ ↬ βˇ. Nous appellerons dynamiques
sous-cate´goriques propres les dynamiques sous-cate´goriques ainsi ≪ nettoye´es ≫ :
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De´finition 4. Une dynamique sous-cate´gorique propre α est une dynamique
sous-cate´gorique dont tous les e´tats sont dans le coup, autrement dit telle que
∀A ∈ C˙, (IdA)α = IdAα .
On de´finit la cate´gorie des dynamiques sous-cate´goriques propres comme la
sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie des dynamiques sous-cate´goriques obtenue
en se restreignant aux dynamiques sous-cate´goriques propres.
2.1.5 Dynamiques cate´goriques
De´finition 5. Une dynamique cate´gorique de moteur la petite cate´gorie C est
une dynamique sous-cate´gorique propre α ve´rifiant l’e´galite´
(f ○ e)α = fα ⊙ eα.
Remarque 1. La de´finition ci-dessus e´quivaut a` celle d’une dynamique cate´gorique
propre donne´e dans [2] et [3]. On fera toutefois attention au fait que le qualifica-
tif propre n’y a plus la meˆme signification : dans les textes cite´s, il se rapporte
aux dynamiques cate´goriques α pour lesquelles S ≠ T ⇒ Sα ∩ Tα = ∅, condi-
tion qui est automatiquement satisfaite ici (car ayant e´te´ incorpore´e dans la
de´finition des dynamiques graphiques), tandis qu’il se rapporte maintenant aux
dynamiques sous-cate´goriques qui ve´rifient l’e´galite´ (IdA)α = IdAα .
Proposition 1. Une dynamique sous-cate´gorique de´terministe est ne´cessairement
cate´gorique.
Preuve. Si α est de´terministe, les deux membres des inclusions de la forme
(g ○ f)α(a) ⊂ (gα ⊙ fα)(a)
sont des singletons, il y a donc e´galite´.
◻
2.1.6 Horloge, successions, re´alisations
De´finition 6. Une horloge de moteur la petite cate´gorie C est une dynamique
sous-cate´gorique de´terministe sur C.
D’apre`s la proposition 1, une horloge est une dynamique cate´gorique, de
sorte que la de´finition 6 ci-dessus est e´quivalente a` celle donne´e dans [2] et [3].
La partie graphique Gr(h) d’une horloge h est une horloge sur le graphe Gr(C),
et conforme´ment a` la de´finition d’une horloge graphique, les e´tats de h seront
e´galement appele´s des instants.
Rappelons e´galement que la relation de succession entre instants d’une telle
horloge cate´gorique h,
s ≤ t⇔∃e ∈
Ð→
C, eh(s) = t.
relation qui n’avait aucune proprie´te´ particulie`re dans le cas graphique, est a`
pre´sent une relation de pre´-ordre.
Prolongeant la de´finition 9 de [7], on pose :
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De´finition 7. E´tant donne´e C une petite cate´gorie, α une dynamique sous-
cate´gorique de moteur C et h une horloge de meˆme moteur, une h-re´alisation
(ou h-solution) s ∶ h↬ α de α est une Gr(h)-re´alisation de Gr(α).
Remarque 2. Soulignons que les re´alisations d’une dynamique sous-cate´goriques
sont les meˆmes que celles de cette meˆme dynamique conside´re´e en tant que
dynamique graphique.
Autrement dit, une h-re´alisation de la dynamique sous-cate´goriqueα ∶C⇁ P
est une fonction s ∶ st(h)⇢ st(α) de´finie sur une partie de l’ensemble des instants
de h, ve´rifiant
∀(f ∶ S → T ) ∈
Ð→
C,∀s ∈ Sh, s(fh(s)) ⊂ fα(s(s)),
ce qui signifie que
– soit s n’est pas de´finie a` l’instant s, auquel cas elle ne l’est pas non plus a`
l’instant ulte´rieur fh(s) puisque dans ce cas
s(fh(s)) ⊂ fα(s(s)) = ∅⇒ s(fh(s)) = ∅,
– soit s est de´fini a` l’instant s et n’est pas de´finie a` l’instant ulte´rieur fh(s),
et dans ce cas on a
∅ = s(fh(s)) ⫋ fα(s(s)),
– soit s est de´finie a` l’instant fh(s), et dans ce cas elle est ne´cessairement
de´finie a` l’instant s avec 5
s(fh(s)) ∈ fα(s(s)).
Bien entendu, dans le cas ou` α est une dynamique de´terministe, le troisie`me
cas ci-dessus s’e´crit
s(fh(s)) = fα(s(s)).
2.1.7 Union de dynamiques sous-cate´goriques sur C
Cas des dynamiques graphiques de moteur G. E´tant donne´e (αν ∶G→
Gr(P))ν∈N une famille indexe´e par un ensemble quelconque N de dynamiques
graphiques de meˆme moteur un graphe G, on appelle union des dynamiques de
cette famille, et on note ⋃ν∈N αν , la dynamique graphique α de moteur G telle
que
– pour tout sommet S ∈ G˙,
Sα = ⋃
ν∈N
Sαν ,
– pour toute areˆte (f ∶ S → T ) ∈
Ð→
C et tout e´tat s ∈ Sα,
fα(s) = ⋃
ν∈N
fαν (s),
ou` l’on convient de prolonger fαν a` Sα en posant fαν (s) = ∅ si s ∉ Sαν .
Remarque 3. L’union de la famille vide de dynamiques graphiques sur G est la
dynamique vide sur G : l’ensemble des e´tats est vide.
5. Rappelons la convention que nous avons adopte´e d’e´crire f(a) = b lorsque f est une
transition ve´rifiant f(a) = {b} pour certains e´tats a et b.
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Proposition 2. E´tant donne´e (αν ∶C⇁ P)ν∈N une famille indexe´e par un en-
semble N de dynamiques sous-cate´goriques de meˆme moteur une petite cate´gorie
C, alors ⋃ν∈N Gr(αν), la dynamique graphique de´finie par l’union des dyna-
miques αν vues comme dynamiques graphiques, est elle-meˆme une dynamique
sous-cate´gorique. Si, en outre, toutes les dynamiques sous-cate´goriques αν sont
propres, il en va de meˆme de leur union.
Preuve. Posons α = ⋃ν∈N Gr(αν). Soit S ∈ C˙. On a
(IdS)α = ⋃
ν∈N
(IdS)
αν ⊂ IdSα .
Dans le cas ou` tous les αν sont propres, il est imme´diat qu’on a en fait (IdS)α =
IdSα . Soit maintenant (S
f
→ T ) et (T
g
→ U) deux fle`ches composables de C. On
a
(g ○ f)α = ⋃
ν∈N
(g ○ f)αν ⊂ ⋃
ν∈N
(gαν ⊙ fαν ) ⊂ ⋃
ν∈N
(gα ⊙ fα) = (gα ⊙ fα).
◻
Munissant la classe des dynamiques sous-cate´goriques sur C de la relation
d’ordre ⊂ de´finie par
α ⊂ β⇔
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩
∀S ∈ G˙, Sα ⊂ Sβ,
∀(S
f
→ T ) ∈
Ð→
C, fα ⊂ fβ ,
on de´duit de la proposition 2 que, pour toute dynamique sous-cate´gorique
α ∶ C ⇀ P, l’ensemble des dynamiques sous-cate´goriques de meˆme moteur qui
sont incluses dans α constitue un treillis complet avec l’union pour sup. En par-
ticulier, a` toute dynamique graphique γ de moteur Gr(C), on peut associer la
plus grande dynamique sous-cate´gorique
○
γ qui soit plus petite que γ :
○
γ= ⋃
β∶C⇀P,Gr(β)⊂γ
β.
Un autre corolaire imme´diat de la proposition 2 est le fait que l’union d’une
famille (indexe´e par un ensemble) de dynamiques cate´goriques sur C est une
dynamique sous-cate´gorique propre sur C. Par contre, en ge´ne´ral, l’union de
dynamiques cate´goriques n’est pas cate´gorique en ge´ne´ral. Par exemple, pour
C engendre´e par les fle`ches 1→ 2→ 3, les deux dynamiques cate´goriques quasi-
de´terministes α1 et α2 ayant meˆmes ensembles d’e´tats
1α = {a1}, 2
α = {a2, a
′
2}, 3
α = {a3, a
′
3}
et dont les transitions sont engendre´es respectivement par
(1→ 2)α1(a1) = a2 et (2→ 3)
α1(a2) = a3
et
(1→ 2)α2(a1) = a
′
2, (2→ 3)
α2(a′2) = a3 et (2→ 3)
α2(a2) = a
′
3
ont pour union α = α1 ∪ α2 ve´rifiant
(1→ 3)α(a1) = {a3} ⫋ {a3, a
′
3} = ((2→ 3)
α ⊙ (1→ 2)α) (a1).
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Remarque 4. Syme´triquement, l’intersection de dynamiques cate´goriques n’est
pas, en ge´ne´ral, une dynamique cate´gorique, mais seulement une dynamique
extra-cate´gorique propre, c’est-a`-dire ve´rifiant les inclusions de la forme
(f ○ e)α ⊃ fα ⊙ eα.
Un exemple tre`s simple de cette situation est conside´re´ dans notre confe´rence
[6].
2.1.8 Re´capitulatif pour les dynamiques sous-cate´goriques
En re´sume´, les dynamiques sous-cate´goriques et les notions qui leur sont re-
latives sont de´finies par le fait que les foncteurs d’oubli Gr les envoient sur les dy-
namiques graphiques et les notions associe´es, avec les contraintes supple´mentaires
suivantes : une dynamique sous-cate´gorique doit ve´rifier
(f ○ g)α ⊂ fα ⊙ gα,
et
(IdA)
α ⊂ IdAα ,
une dynamique sous-cate´gorique propre doit ve´rifier en outre
(IdA)
α = IdAα ,
et pour une dynamique cate´gorique on doit avoir de plus
(f ○ g)α = fα ⊙ gα.
Pour les dynamorphismes entre dynamiques de meˆme moteur, il n’y a pas de
contrainte supple´mentaire, et pour les dynamorphismes plus ge´ne´raux de la
forme (∆, δ) ∶ α↬ β on demande que ∆ soit un foncteur.
Enfin, les dynamiques sous-cate´goriques incluses dans une dynamique sous-
cate´goriques constituent un treillis complet avec l’union pour sup.
2.2 Dynamiques sous-cate´goriques scande´es
2.2.1 De´finitions
De´finition 8. Une dynamique sous-cate´gorique scande´e τ ∶ α ↬ h est un dy-
namorphisme sous-cate´gorique τ tel que Gr(τ) soit une dynamique graphique
scande´e.
Autrement dit, une dynamique sous-cate´gorique scande´e sur une petite cate´-
gorie C est un dynamorphisme de´terministe τ ∶ α ↬ h avec α une dynamique
sous-cate´gorique sur C et h une horloge sur C.
Comme dans le cas des dynamiques graphiques, la dynamique sous-cate´-
gorique scande´e τ est e´galement appele´e une datation ou une scansion, α est
appele´e la dynamique sous-cate´gorique de τ et h est son horloge. S’il n’y a
pas d’ambigu¨ıte´ sur la datation, la dynamique sous-cate´gorique τ sera parfois
de´signe´e par sa dynamique sous-cate´gorique α.
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2.2.2 Dynamorphismes scande´s
De´finition 9. [Dynamorphismes sous-cate´goriques scande´s] E´tant donne´es deux
dynamiques scande´es ρ et τ , on appelle dynamorphisme sous-cate´gorique scande´,
ou simplement dynamorphisme, de ρ vers τ , tout dynamorphisme graphique
scande´
(∆, δ, d) ∶ Gr(ρ)↬ Gr(τ)
tel que ∆ soit un foncteur du moteur de ρ vers le moteur de τ . ∆ est appele´
la partie fonctorielle du dynamorphisme scande´ (∆, δ, d), δ sa partie transition-
nelle, et d sa partie horloge.
Autrement dit, un dynamorphisme de
ρ ∶ (α ∶C ⇁ P)↬ (h ∶C→ P)
vers
τ ∶ (β ∶D ⇁ P)↬ (k ∶D → P)
est un triplet (∆, δ, d) tel que
1. (∆, δ) est un dynamorphisme sous-cate´gorique de α vers β,
2. (∆, d) est un dynamorphisme de l’horloge h vers k,
3. pour tout S ∈ C˙, la condition de synchronisation entre ρ et τ est satisfaite :
τ∆S ⊙ δS ⊂ dS ⊙ ρS .
Remarque 5. Rappelons ce que nous avons indique´ dans les sections §2.2.2 et
§2.5.2 de [7], et en particulier dans la remarque 7 du texte en question, a` savoir
que la condition de synchronisation e´crite ci-dessus permet d’interpre´ter les
re´alisations d’une dynamique scande´e τ ∶ α ↬ h comme les dynamorphismes
vers τ d’une certaine dynamique scande´e [h] canoniquement associe´e a` h.
2.3 Multidynamiques sous-cate´goriques
2.3.1 De´finitions
De´finition 10. Une C-multi-dynamique sous-cate´gorique est une famille α =
(αµ ∶ C ⇁ P)µ∈M de dynamiques sous-cate´goriques de meˆme moteur C, in-
dexe´e par un ensemble non vide M appele´ ensemble des parame`tres de la multi-
dynamique, telle que Gr(α) soit une Gr(C)-multi-dynamique graphique, ou`
l’on de´signe par Gr(α) la famille de dynamiques graphiques Gr(αµ)µ∈M . Nous
dirons que la multi-dynamique sous-cate´gorique α est propre (respectivement
cate´gorique) si pour tout µ ∈ M , la dynamique sous-cate´gorique αµ est propre
(respectivement cate´gorique).
D’apre`s la de´finition des multi-dynamiques graphiques 6, M e´tant un en-
semble non vide, une famille α = (αµ ∶ C ⇁ P)µ∈M de dynamiques sous-
cate´goriques de meˆme moteur C est une muti-dynamique sous-cate´gorique si
et seulement si pour tout SC˙ il existe un ensemble Sα tel que
∀µ ∈M,Sαµ = Sα.
6. Voir [7], de´finition 12.
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Bien entendu, l’ensemble
st(α) = ⋃
S∈C˙
Sα
est appele´ l’ensemble des e´tats de la multi-dynamique α.
Conforme´ment aux notations introduites dans [7], nous e´crirons α ∶C ⇁ PMÐ→
pour exprimer que α est une multi-dynamique sous-cate´gorique de moteur C et
d’ensemble de parame`treM . Pour toute fle`che (e ∶ S → T ) ∈
Ð→
C et tout parame`tre
µ ∈M , on notera indiffe´remment eαµ ou eαµ la transition de parame`tre µ associe´e
par α a` e, et la famille de transitions eα sera souvent de´signe´e par la notation
eα ∶ Sα ↝↝M T
α,
ou plus simplement, s’il n’y pas d’ambigu¨ıte´ sur les parame`tres, par
eα ∶ Sα ↝↝ T
α.
Les deux expressions (eαµ ∶ S
α ↝ Tα)µ∈M et e
α ∶ Sα ↝↝M T
α signifierons donc
toutes deux la meˆme chose, a` savoir que eα est une famille indexe´e par M de
transitions de Sα vers Tα.
Par opposition aux multi-dynamiques, les dynamiques sous-cate´goriques don-
ne´es par la de´finition 1 et qui s’identifient aux multi-dynamiques ayant un single-
ton pour ensemble de parame`tres, seront parfois appele´es des mono-dynamiques.
Re´capitulons. Une multi-dynamique sous-cate´gorique α ∶ C ⇁ PMÐ→ consiste
en la donne´e
– d’une application qui a` tout objet S ∈ C˙ associe un ensemble Sα, de telle
sorte que S ≠ T ⇒ Sα ∩ Tα = ∅,
– d’une application qui a` toute fle`che (S
f
→ T ) ∈
Ð→
C associe une famille de
transitions fα ∶ Sα ↝↝M T
α indexe´e par M de telle sorte que pour tout
S ∈ C˙ on ait
∀µ ∈M, (IdS)αµ ⊂ IdSα
et pour tout couple (g, f) de fle`ches composables de C, on ait
∀µ ∈M, (g ○ f)αµ ⊂ g
α
µ ⊙ f
α
µ .
Remarque 6. L’ope´ration de nettoyage de´crite en section §2.1.4 qui, a` par-
tir d’une dynamique sous-cate´gorique produit une dynamique sous-cate´gorique
propre par le retrait de tous les e´tats ≪ hors du coup ≫ ne fonctionne plus aussi
bien pour les multi-dynamiques sous-cate´goriques. En effet, un e´tat peut fort
bien eˆtre dans le coup pour certaines valeurs du parame`tre et hors du coup pour
d’autres valeurs, de sorte qu’en appelant a` pre´sent nettoyage l’ope´ration consis-
tant a` retirer tous les e´tats qui sont hors du coup pour toutes les valeurs du
parame`tre, on obtient une multi-dynamique que l’on pourrait dire semi-propre,
a` savoir telle que pour tout e´tat il existe une valeur du parame`tre pour laquelle
cet e´tat soit dans le coup, mais qui en ge´ne´ral n’est pas propre au sens propre.
De´finition 11. Une multi-dynamique sous-cate´gorique α ∶ C ⇁ PMÐ→ est dite
de´terministe (respectivement quasi-de´terministe) si pour tout µ ∈ M , la mono-
dynamique αµ est de´terministe (repsectivement quasi-de´terministe).
D’apre`s la proposition 1, une multi-dynamique sous-cate´gorique de´terministe
est ne´cessairement cate´gorique.
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2.3.2 Multi-dynamorphismes sous-cate´goriques
La cate´gorie des multi-dynamiques sous-cate´goriques a pour objets toutes
les multi-dynamiques sous-cate´goriques α ∶ C ⇁ PMÐ→, ou` C de´crit la classe
des petites cate´gories et M celle des ensembles, et pour fle`ches les multi-dyna-
morphismes sous-cate´goriques de´finis de la fac¸on suivante.
De´finition 12. E´tant donne´es α ∶ C ⇁ PLÐ→ et β ∶ D ⇁ PMÐ→ deux multi-
dynamiques sous-cate´goriques, un multi-dynamorphisme sous-cate´gorique — ou
plus simplement un dynamorphisme — de α vers β est un triplet (θ,∆, δ) qui
soit un dynamorphisme (au sens des multi-dynamiques graphiques) de Gr(α)
vers Gr(β) et tel que ∆ soit un foncteur C→D.
Autrement dit, un dynamorphisme
(θ,∆, δ) ∶ (α ∶C⇁ PLÐ→)↬ (β ∶D ⇁ PMÐ→)
est constitue´
– d’une application θ ∶ L→M ,
– d’un foncteur ∆ ∶C→D,
– d’une transition δ ∶ st(α)↝ st(β),
telles que, pour tout λ ∈ L, (∆, δ) de´finit un dynamorphisme de la dynamique
sous-cate´gorique αλ vers la dynamique sous-cate´gorique βθ(λ).
Ainsi, pour tout λ ∈ L, tous S et T dans C˙ et tout (f ∶ S → T ) ∈
Ð→
C, on doit
avoir
δT ⊙ fαλ ⊂ (∆f)
β
θ(λ)
⊙ δS.
Remarque 7. [C-multi-dynamorphismes] Dans le cas particulier ou` C = D, on
entendra implicitement et sauf mention contraire par dynamorphisme
(α ∶C⇁ PLÐ→)↬ (β ∶C⇁ PMÐ→)
un C-dynamorphisme, autrement dit un multi-dynamorphisme sous-cate´gorique
(θ,∆, δ) avec pour ∆ le foncteur identite´
∆ = IdC ∶C →C.
Dans ces conditions, le lemme suivante de´coule imme´diatement de la de´finition
12.
Lemme 3. E´tant donne´es C une petite cate´gorie, et a ∶ Gr(C) → Gr(PLÐ→)
et b ∶ Gr(C) → Gr(PMÐ→) deux multi-dynamiques graphiques sur Gr(C), un
multi-dynamorphisme graphique (θ, IdGr(C), δ) ∶ a ↬ b est sous-cate´gorique si
et seulement si a et b sont sous-cate´goriques.
C-multi-dynamorphismes vers une mono-dynamique. En particulier,
comme ce sera le cas ci-apre`s dans la section §2.4.1, si la dynamique d’ar-
rive´e β est une monodynamique de meˆme moteur que α, l’application θ est
ne´cessairement l’unique application L → {∗} de sorte qu’un dynamorphisme
sous-cate´gorique α ↬ β se re´duit a` la donne´e de la partie transitionnelle d’un
dynamorphisme graphique
δ ∶ (α ∶C⇁ PLÐ→)↬ (β ∶C ⇁ P)
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ve´rifiant a` ce titre
∀λ ∈ L,∀(f ∶ S → T ) ∈
Ð→
C, δT ⊙ fαλ ⊂ f
β ⊙ δS ,
ou` comme d’habitude δU de´signe la restriction selon U
α → Uβ de l’application
δ ∶ st(α) → st(β).
2.3.3 Quotients parame´triques
Le quotient parame´trique α/∼ d’une multi-dynamique sous-cate´gorique α ∶
C⇁ P
M
Ð→ par une relation d’e´quivalence ∼ sur M est de´finie comme e´tant le quo-
tient parame´trique de la multi-dynamique graphique 7 Gr(α) par ∼. Ce quotient
constitue en effet, en conse´quence de la proposition 2 portant sur l’union d’une
famille de dynamiques sous-cate´goriques, une dynamique sous-cate´gorique. Po-
sant β = α/∼ et M̃ =M/∼, on a :
– pour tout sommet S de C, Sβ = Sα,
– pour toute fle`che (f ∶ S → T ) ∈
Ð→
C, pour toute classe λ ∈ M̃ et tout e´tat
a ∈ Sβ ,
f
β
λ (a) = ⋃
µ∈λ
fαµ (a).
2.4 Dynamiques sous-cate´goriques ouvertes
2.4.1 De´finitions
On appelle dynamique sous-cate´gorique ouverte (ou dynamique ouverte sous-
cate´gorique, ou simplement dynamique ouverte) toute multi-dynamique sous-
cate´gorique scande´e, autrement dit toute multi-dynamique sous-cate´goriquemu-
nie d’une horloge et d’une datation. Plus pre´cise´ment, posons la de´finition sui-
vante.
De´finition 13. Une dynamique (sous-cate´gorique) ouverte de moteur C est un
C-dynamorphisme
τ ∶ (α = (αµ)µ∈M ∶C⇁ P
M
Ð→)↬ (h ∶C→ P)
d’une C-multi-dynamique α vers une C-horloge h. Une telle dynamique ouverte
est dite propre (respectivement cate´gorique) si α est une multi-dynamique sous-
cate´gorique propre (respectivement cate´gorique).
Autrement dit, une dynamique sous-cate´gorique ouverte est un multi-dyna-
morphisme sous-cate´gorique τ tel que Gr(τ) soit une dynamique graphique
ouverte.
De la remarque 7, et en particulier du lemme 3, on de´duit imme´diatement
le lemme suivant :
Lemme 4. E´tant donne´s C une petite cate´gorie et
τ ∶ (a ∶ Gr(C) → Gr(PLÐ→))↬ (h ∶ Gr(C) → Gr(P))
une dynamique graphique ouverte sur le graphe Gr(C), une condition ne´cessaire
et suffisante pour que τ ∶ a ↬ h constitue une dynamique sous-cate´gorique ou-
verte sur C est que a et h soient sous-cate´goriques sur C.
7. Voir la de´finition 14 dans [7].
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Par rapport a` la notion de dynamique graphique ouverte, il n’y a pas donc
pas de condition supple´mentaire portant sur τ . Conforme´ment a` la section §2.4.1
de [7], τ peut donc eˆtre vue comme une application st(α) → st(h) astreinte a`
ve´rifier la condition suivante
∀µ ∈M,∀(f ∶ S → T ) ∈
Ð→
C,∀a ∈ Sα,∀b ∈ fαµ (a), τ(b) = f
h(τ(a)).
On de´signe souvent la dynamique ouverte A = (τ ∶ α ↬ h) par sa multi-
dynamique α. Ainsi, l’ensemble des e´tats de A, note´ st(A), n’est rien d’autre
que st(α). De plus, τ est aussi appele´ la scansion ou la datation de la dynamique
ouverte A, h l’horloge de A et M l’ensemble des parame`tres de A.
De´finition 14. Une dynamique sous-cate´gorique ouverte
A = (τ ∶ (α = (αµ)µ∈M ∶C⇁ P
M
Ð→)↬ (h ∶C→ P))
est dite de´terministe (respectivement quasi-de´terministe) si sa multi-dynamique
α est de´terministe (respectivement quasi-de´terministe).
D’apre`s la de´finition 11, une dynamique sous-cate´gorique ouverte est donc
de´terministe lorsque chacune des mono-dynamiques αµ est de´terministe. Et
d’apre`s la proposition 1, une dynamique sous-cate´gorique ouverte de´terministe
est donc ne´cessairement cate´gorique.
2.4.2 Dynamorphismes de dynamiques ouvertes sous-cate´goriques
On constitue la cate´gorie DySCO des dynamiques sous-cate´goriques ou-
vertes en prenant pour fle`ches les multi-dynamorphismes scande´s ainsi de´finis :
De´finition 15 (Dynamorphismes ouverts). On appelle dynamorphisme ouvert
ou multi-dynamorphisme scande´, ou plus simplement dynamorphisme, d’une dy-
namique sous-cate´gorique ouverte
A = (ρ ∶ (α ∶C⇁ PLÐ→)↬ (h ∶C → P))
vers une dynamique sous-cate´gorique ouverte
B = (τ ∶ (β ∶D ⇁ PMÐ→)↬ (k ∶D→ P))
la donne´e d’un quadruplet (θ,∆, δ, d) tel que
1. (θ,∆, δ) est un multi-dynamorphisme sous-cate´gorique de α vers β,
2. (∆, d) est un dynamorphisme de h vers k,
3. pour tout S ∈ C˙, la condition suivante de synchronisation entre ρ et τ est
satisfaite :
τ∆S ⊙ δS ⊂ dS ⊙ ρS .
Autrement dit, un dynamorphisme (θ,∆, δ, d) ∶ A ↬ B est un quadruplet
(θ,∆, δ, d) tel que Gr(θ,∆, δ, d) = (θ,Gr(∆), δ, d) soit un dynamorphisme de
la dynamique graphique ouverte Gr(A) vers la dynamique graphique ouverte
Gr(B), celles-ci e´tant simplement obtenues en oubliant la possibilite´ de compo-
ser les e´coulements de C et D. En particulier, conforme´ment a` la de´finition 16
de [7], e´tant donne´ un dynamorphisme sous-cate´gorique ouvert (θ,∆, δ, d), on
appellera
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– θ sa partie parame´trique,
– ∆ sa partie fonctorielle,
– δ sa partie transitionnelle,
– et d sa partie horloge.
Les mono-dynamiques pouvant eˆtre conside´re´es comme des multi-dynamiques
particulie`res et toute dynamique pouvant eˆtre canoniquement scande´e par l’hor-
loge essentielle 8, on ve´rifie imme´diatement que la de´finition 15 ci-dessus ge´ne´ra-
lise toutes les de´finitions de dynamorphismes sous-cate´goriques donne´es pre´ce´-
demment.
2.4.3 Quotient parame´trique d’une dynamique ouverte
Graˆce a` la notion de quotient parame´trique d’une multi-dynamique sous-
cate´gorique pre´sente´e en section §2.3.3, elle-meˆme rendue possible par la pro-
position 2, on de´finit ainsi le quotient parame´trique d’une dynamique sous-
cate´gorique ouverte par une relation d’e´quivalence sur l’ensemble de ses pa-
rame`tres :
De´finition 16. E´tant donne´e τ ∶ (α ∶ C ⇁ PMÐ→)↬ h) une dynamique ouverte
sous-cate´gorique de moteur C, d’horloge h, de datation τ , d’ensemble de pa-
rame`tres M et de multi-dynamique α, et ∼ une relation d’e´quivalence sur M ,
on appelle quotient de α par ∼ et l’on note α/∼ la dynamique sous-cate´gorique
ouverte ayant le meˆme moteur, la meˆme horloge, les meˆmes e´tats et la meˆme
datation que α, dont l’ensemble des parame`tres est M̃ =M/∼ et dont la multi-
dynamique est α/∼.
2.5 Re´alisations
Dans la pre´sente section §2.5, la notion de re´alisation vue dans le cas des
dynamiques graphiques (section §2.5 de [7]) et dans celui des dynamiques sous-
cate´goriques (section §2.1.6 du pre´sent document) est e´largie a` la version sous-
cate´gorique des multi-dynamiques, des dynamiques scande´es et des dynamiques
ouvertes.
2.5.1 Cas des dynamiques sous-cate´goriques
Conforme´ment aux notations de la section §2.5.1. de [7], nous noterons S(h,α)
l’ensemble des h-re´alisations d’une C-dynamique sous-cate´gorique α, ou` h est
uneC-horloge. Rappelons 9 qu’une telle re´alisation est un dynamorphisme quasi-
de´terministe de h dans α. Concernant les conventions d’e´criture relatives aux
transitions quasi-de´terministes, voir plus haut la note de bas de page 5, ainsi
que, dans [7], la de´finition 5 et la section §2.5.1.
2.5.2 Cas des dynamiques scande´es
De´finition 17. On appelle re´alisation d’une dynamique sous-cate´gorique scande´e
A toute re´alisation de la dynamique graphique scande´e Gr(A).
8. Voir l’exemple 4 de [7].
9. Voir la de´finition 7.
14
Autrement dit, si A = (τ ∶ α ↬ h) est une dynamique sous-cate´gorique
scande´e, une re´alisation de A est une re´alisation de la dynamique graphique
scande´e Gr(τ) ∶ Gr(α)↬ Gr(h), a` savoir une fonction a ∶ st(h)⇢ st(α) de´finie
sur une partie df(a) ⊂ st(h) et qui ve´rifie les deux proprie´te´s suivantes :
∀t ∈ df(a), τ(a(t)) = t,
et
∀(S
f
→ T ) ∈
Ð→
C,∀t ∈ Sh, fh(t) ∈ df(a)⇒ t ∈ df(a) eta(fh(t)) ∈ fα(a(t)),
cette dernie`re proprie´te´ impliquant notamment celle-ci :
∀(S
f
→ T ) ∈
Ð→
C,∀t ∈ Sh, t ∉ df(a)⇒ fh(t) ∉ df(a).
On note SA l’ensemble des re´alisations de A.
Remarque 8. Comme rappele´ plus haut dans la remarque 5 en re´fe´rence aux
sections §2.2.2 et §2.5.2 de [7] et en particulier a` la remarque 7 du texte en
question, une telle re´alisation d’une dynamique scande´e peut eˆtre vue comme
un dynamorphisme scande´ de [h] vers A, ou` [h] est une dynamique scande´e
canoniquement associe´e a` h, et cela graˆce a` la condition de synchronisation
figurant dans la de´finition 9, condition qui se trouve ainsi justifie´e.
2.5.3 Cas des multi-dynamiques
De´finition 18. E´tant donne´e une C-horloge h, on appelle h-re´alisation d’une
C-multi-dynamique sous-cate´gorique α ∶C ⇁ PLÐ→ toute Gr(h) re´alisation de la
Gr(C)-multi-dynamique graphique Gr(α).
Autrement dit, une h-re´alisation de α est un C-multi-dynamorphisme quasi-
de´terministe de la mono-dynamique h dans α, ce qui revient a` dire qu’elle
consiste la donne´e d’une valeur du parame`tre λ ∈ L et d’une h-re´alisation de
la mono-dynamique sous-cate´gorique αλ. On peut donc aussi plus simplement
voir une telle re´alisation comme un couple (λ,a) constitue´ d’une valeur λ ∈ L et
d’une fonction a ∶ st(h) ⊃ df(a)⇢ st(α) ve´rifiant
∀(S
f
→ T ) ∈
Ð→
C,∀t ∈ Sh, fh(t) ∈ df(a)⇒ t ∈ df(a) eta(fh(t)) ∈ fαλ (a(t)).
E´tant donne´e (λ,a) une h-re´alisation de la multi-dynamique sous-cate´gorique
α, nous appellerons λ la partie interne ou parame´trique de cette re´alisation, tan-
dis que a sera appele´e sa partie externe.
Conservant les notations introduites dans la section §2.5.3 de [7], nous note-
rons S(h,αλ) l’ensemble des h-re´alisations de la mono-dynamique sous-cate´gorique
αλ, ou` λ est une valeur donne´e du parame`tre dont de´pend la multi-dynamique
α, et nous noterons S(h,α) l’ensemble des parties externes des h-re´alisations de
la C-multi-dynamique sous-cate´gorique α = (αλ)λ∈L, de sorte que l’on a
S(h,α) = ⋃
λ∈L
S(h,αλ).
Dans la formule ci-dessus, l’union n’est pas disjointe. Par exemple, la re´alisation
vide est commune a` tous les S(h,αλ).
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2.5.4 Cas des dynamiques ouvertes
De´finition 19. Si A est une dynamique sous-cate´gorique ouverte, on appelle
re´alisation de A toute re´alisation de la dynamique graphique ouverte Gr(A).
Autrement dit, e´tant donne´e
A = (τ ∶ (α = (αλ)λ∈L ∶C ⇁ P
L
Ð→)↬ (h ∶C→ P))
une C-dynamique ouverte, une re´alisation de A consiste en un couple (λ,a)
constitue´ d’une valeur λ ∈ L et d’une fonction a ∶ st(h) ⇢ st(α) de´finie sur une
partie df(a) ⊂ st(h) et qui ve´rifie les deux proprie´te´s suivantes :
∀t ∈ df(a), τ(a(t)) = t,
et
∀(S
f
→ T ) ∈
Ð→
C,∀t ∈ Sh, fh(t) ∈ df(a)⇒ t ∈ df(a) eta(fh(t)) ∈ fαλ (a(t)).
Comme indique´ ci-dessus en section §2.5.3 dans le cas des multi-dynamiques
sous-cate´goriques,λ sera appele´ la partie interne ou parame´trique de la re´alisation
(λ,a) de A, tandis que a est la partie externe de cette re´alisation.
Nous noterons SA l’ensemble des parties externes des re´alisations de la dyna-
mique sous-cate´gorique ouverte A, et S(A,λ) ou SAλ l’ensemble des re´alisations
de la mono-dynamique scande´e Aλ = (τ ∶ (αλ ∶C⇁ P)↬ (h ∶C → P)), de sorte
que
SA = ⋃
λ∈L
SAλ ,
cette union n’e´tant pas en ge´ne´ral disjointe.
Remarque 9. Souvent, et sans que cela ne porte a` conse´quence, nous parlerons
de la re´alisation a de A au lieu de la partie externe a d’une re´alisation de A.
Cette fac¸on de parler conduira par exemple a` de´signer l’ensemble SA comme
≪ ensemble des re´alisations de A ≫ bien que l’expression soit impropre et qu’en
l’occurrence il vaille mieux l’e´viter.
2.5.5 Re´alisations passant par un e´tat
De´finition 20. E´tant donne´e une dynamique sous-cate´gorique ouverte A, nous
dirons qu’une re´alisation 10 a de A passe par un e´tat a ∈ st(A), si elle passe par
a en tant que re´alisation de la dynamique graphique Gr(A).
Comme pour les dynamiques graphiques, nous e´crirons
a ⊳ a,
pour exprimer que a passe par a.
Ainsi, pour A = (τ ∶ (αλ)λ∈L ↬ h), on a
a ⊳ a⇔ a(τ(a)) = a.
Dans le cas ou` a et b sont deux e´tats de la dynamique ouverte A tels que
τ(b) succe`de 11 a` τ(a), nous e´crirons
a ⊳ a, b
pour exprimer que a passe par a puis qu’elle passe par b.
10. Voir la remarque 9 ci-dessus.
11. Voir la section §2.1.6.
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3 Interactions et familles dynamiques sous-cate´-
goriques
La de´finition d’une interaction sur une famille de dynamiques ouvertes et la
de´finition d’une famille dynamique ont e´te´ donne´es dans [7], section §3, dans le
cadre des dynamiques graphiques. Nous les reprenons ici dans le cadre des dy-
namiques sous-cate´goriques, quasiment a` l’identique. Ces de´finitions s’appuient
notamment sur la notion de relation binaire multiple, introduite dans la section
§1 de [7] et qui s’appuie elle-meˆme sur les relations multiples conside´re´es dans
notre texte [5], ou` se trouve en particulier de´finie la structure connective d’une
telle relation multiple.
Remarque 10. Soulignons que, par rapport a` notre confe´rence [4] du 21 mai 2013,
les interactions conside´re´es ici sont conside´rablement plus ge´ne´rales puisqu’elles
concernent de fac¸on globale toute famille, finie ou non, de dynamiques, tandis
que dans la confe´rence en question nous ne conside´rions que l’influence d’une
dynamique sur une autre.
Les lettres A, B, etc. de´signerons donc des dynamiques sous-cate´goriques
ouvertes :
A = (τ ∶ (α ∶C⇁ PLÐ→)↬ (h ∶C → P)),
B = (ρ ∶ (β ∶D ⇁ PMÐ→)↬ (k ∶D → P)), etc...
Dans la de´finition 21 ci-dessous, (Ai)i∈I de´signe une famille indexe´e par un
ensemble I de dynamiques sous-cate´goriques ouvertes, avec
Ai = (τi ∶ (αi ∶Ci ⇁ P
Li
Ð→)↬ (hi ∶Ci → P)),
et, pour tout i ∈ I, SAi de´signe, conforme´ment a` la section §2.5.4, l’ensemble
des parties externes des re´alisations de la dynamique sous-cate´gorique ouverte
Ai.
De´finition 21. (Ai)i∈I de´signant comme ci-dessus une famille indexe´e par un
ensemble I de dynamiques sous-cate´goriques ouvertes, on appelle interaction
pour cette famille la donne´e d’une relation binaire multiple 12 non vide R ∈
BM(S,L), avec
S = (SAi)i∈I et L = (Li)i∈I ,
ve´rifiant la proprie´te´ de cohe´rence suivante :
∀(ai, λi)i∈I ∈ R, ∀i ∈ I, ai ∈ S(Ai,λi).
La de´finition suivante pre´cise ce que nous entendrons par famille dynamique,
a` savoir non seulement la donne´e d’une famille de dynamiques ouvertes sous-
cate´goriques, mais aussi celle d’une interaction entre elles et d’une synchronisa-
tion globale assure´e par l’une des dynamiques en jeu jouant en quelque sorte le
roˆle de chef d’orchestre.
De´finition 22. Une famille dynamique sous-cate´gorique F consiste en la donne´e
d’un quintuplet
F = (I, i0, (Ai)i∈I ,R, (∆i, δi)i≠i0)
constitue´
12. Voir [7], section §1.2.
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– d’un ensemble I non vide, appele´ index de F ,
– d’un e´le´ment i0 ∈ I, appele´ indice synchronisateur de F ,
– d’une famille indexe´e par I de dynamiques sous-cate´goriques ouvertes
(Ai)i∈I appele´es composantes de F ,
– d’une interaction R ∈ BM(S,L) pour la famille (Ai)i∈I , appele´e interaction
de F ,
– d’une famille
((∆i, δi) ∶ hi0 ↬ hi)i∈I∖{i0}
de dynamorphismes cate´goriques 13 de´terministes, appele´s synchronisa-
tions de F .
La composante Ai0 de F sera appele´e sa composante synchronisatrice, et le
moteur de cette composante sera appele´ son moteur synchronisateur 14.
Dans la suite, lorsque nous parlerons de dynamiques ouvertes et de familles
dynamiques, il s’agira toujours, sauf mention contraire, de dynamiques ouvertes
sous-cate´goriques et de familles dynamiques sous-cate´goriques.
Graˆce a` la notion de structure connective d’une relation binaire multiple 15,
nous pouvons finalement de´finir la structure connective d’une famille dyna-
mique.
De´finition 23. La structure connective d’une famille dynamique est la struc-
ture connective de sa relation binaire multiple. L’ordre connectif d’une famille
dynamique est l’ordre connectif 16 de sa structure connective.
4 Dynamiques ouvertes engendre´es par une fa-
mille dynamique F
4.1 Rappels et notations
Le de´but de la section §4 de [7] rappelle notamment qu’a` toute relation
binaire multiple R ∈ BM(S,L) avec S = (SAi)i∈I et L = (Li)i∈I se trouve associe´e
une relation binaire rb(R) ∶ ΠI(SAi) ↝ ΠI(Li) dont l’image Im(rb(R)) est
de´finie par
Im(rb(R)) = {(λi)i∈I ∈ ΠI(Li),∃(ai)i∈I ∈ ΠI(SAi), (ai, λi)i∈I ∈ R},
et que, pour tout µ ∈ ΠI(Li), l’expression rb(R)
−1(µ) de´signe l’ensemble
rb(R)−1(µ) = {a ∈ ΠI(SAi), (a, µ) ∈ rb(R)},
a` la suite de quoi la de´finition 26 du texte en question associe a` toute famille dy-
namique graphique, notons-la G, une dynamique graphique ouverte [G]p appele´e
la dynamique (graphique) ouverte primo-engendre´e par la famille G.
13. Il s’agit de dynamorphismes sous-cate´goriques au sens de la de´finition 3, mais les horloges
e´tant des dynamiques cate´goriques, nous pouvons qualifier ces dynamorphismes eux-meˆmes
de cate´goriques.
14. Dans les notations pre´ce´dentes, le moteur synchronisateur de la famille F est donc la
petite cate´gorie Ci0 .
15. Voir [7], section §1.2.3.
16. Sur la notion d’ordre connectif, voir par exemple, dans le cas fini, la de´finition 16 de [1],
et dans le cas ge´ne´ral, la section §1.11 de [2] et [3].
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4.2 Dynamique graphique primo-engendre´e par F
Soit maintenant F une famille dynamique sous-cate´gorique 17
F = (I,0, (Ai)i∈I ,R, (∆i, δi)i∈I∖{0}),
avec, pour tout i ∈ I,
Ai = (τi ∶ (αi ∶Ci ⇁ P
Li
Ð→)↬ (hi ∶Ci → P)).
Par les foncteurs d’oubli Gr applique´s aux dynamiques sous-cate´goriques ou-
vertes Ai et aux foncteurs ∆i (qui deviennent alors des ≪ foncteurs de graphes ≫),
et tenant compte du fait — sur lequel repose leur de´finition meˆme 18 — que
les re´alisations d’une dynamique sous-cate´gorique ouverte sont exactement les
meˆmes que celles de cette dynamique vue comme dynamique graphique ouverte,
de sorte que l’interaction R peut eˆtre conserve´e telle quelle dans le passage du
point de vue ≪ sous-cate´gorique ≫ au point de vue ≪ graphique ≫, on voit que
F constitue une famille dynamique graphique, qu’en tant que telle nous note-
rons Gr(F). D’ou` l’obtention d’une dynamique graphique ouverte [Gr(F)]p : la
dynamique graphique ouverte primo-engendre´e par la famille dynamique sous-
cate´gorique F . Selon la de´finition 26 de [7], on a
[Gr(F)]p = (ρ ∶ (β ∶G Ð→ Gr(P
M
Ð→))↬ k)
avec :
– G = Gr(C0),
– k = Gr(h0),
– M = Im(rb(R)),
– β est la multi-dynamique graphique sur G d’ensemble de parame`tres M
de´finie pour tout sommet S ∈ G˙ par
Sβ = {(ai)i∈I ∈ S
α0 ×∏
i≠0
(∆iS)
αi ,∀i ≠ 0, τi(∆iS)(ai) = δi(τ0(S)(a0))},
et pour toute areˆte (e ∶ S → T ) ∈
Ð→
G, tout parame`tre µ ∈ M et tout e´tat
a = (ai)i∈I ∈ S
β par
eβµ(a) = {b ∈ T
β, τ0(T )(b0) = e
h0(τ0(S)(a0)) et∃(ai)i∈I ∈ rb(R)
−1(µ),∀i ∈ I,ai▷ai, bi}
– ρ est la datation de´finie pour tout a = (ai)i∈I ∈ S
β par ρ(S)(a) = τ0(S)(a0).
4.3 Trois autres dynamiques ouvertes graphiques engendre´es
par F
Appliquant a` la famille dynamique graphique G = Gr(F) la de´finition donne´e
dans notre article [7], section §4.2, respectivement de la dynamique graphique
[G]f fonctionnellement engendre´e par G, de la dynamique graphique [G]s souple-
ment engendre´e par G, et de la mono-dynamique graphique [G]m engendre´e par
G, nous obtenons a` pre´sent a` partir de notre famille dynamique sous-cate´gorique
F , respectivement trois dynamiques graphiques ouvertes 19 : [Gr(F)]f , [Gr(F)]s,
et [Gr(F)]m.
17. Pour simplifier les notations, nous supposons que l’ensemble index I contient un e´le´ment
note´ 0 qui est choisi comme indice synchronisateur de la famille F .
18. Voir plus haut la de´finition 19.
19. La troisie`me n’e´tant ouverte qu’au sens large, puisque son parame`tre ne peut prendre
qu’une unique valeur (voir [7], section §4.2.5).
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4.4 The´ore`me de stabilite´
The´ore`me 5. [Stabilite´ des dynamiques sous-cate´goriques] Pour toute famille
dynamique sous-cate´gorique F , chacune des dynamiques graphiques ouvertes
[Gr(F)]p, [Gr(F)]f , [Gr(F)]s et [Gr(F)]m est sous-cate´gorique sur le moteur
synchronisateur de F .
Remarque 11. Dans la preuve qui suit, et afin d’alle´ger l’e´criture, on conside`re
τi comme une application st(αi) → st(hi) plutoˆt que comme une famille d’ap-
plications (τi(S) ∶ Sαi → Shi)S∈C˙i , de sorte que l’on e´crira par exemple τ0(a0)
plutoˆt que τ0(S)(a0). Meˆme remarque pour les δi.
Preuve du the´ore`me 5. Reprenons les notations de la section 4.2 ci-dessus.
Pour e´tablir que la dynamique graphique ouverte
[Gr(F)]p = (ρ ∶ (β ∶ Gr(C0)Ð→ Gr(P
M
Ð→))↬ Gr(h0))
est sous-cate´gorique sur le moteur C0 de F , l’horloge h0 e´tant par de´finition
cate´gorique sur C0 et la sous-cate´goricite´ de ρ e´tant, d’apre`s le lemme 4, une
conse´quence imme´diate de la sous-cate´goricite´ de β, il nous suffit de ve´rifier ce
dernier point. Puisque β est par construction une multi-dynamique graphique,
Sβµ = S
β ne de´pend pas de µ ∈ M . Reste donc a` ve´rifier que, pour tout µ ∈ M ,
les deux proprie´te´s suivantes sont satisfaites :
1. pour tout objet S ∈ C˙0,
(IdS)
βµ ⊂ IdSβ ,
2. pour tout couple (f, g) ∈
Ð→
C0
2 de fle`ches composables
(g ○ f)βµ ⊂ gβµ ⊙ fβµ .
Ve´rifions le premier point. Soit donc µ ∈M , S ∈ C˙0, et a = (ai)i∈I ∈ S
β . Montrons
que
(IdS)
βµ(a) ⊂ {a}.
Pour cela, supposant (IdS)
βµ(a) non vide, conside´rons un e´le´ment quelconque
b = (bi)i∈I ∈ (IdS)
βµ((ai)i∈I). Par de´finition de βµ, on a b ∈ S
β qui ve´rifie
τ0(S)(b0) = (IdS)
h0(τ0(S)(a0)).
Mais puisque h0 est une horloge cate´gorique, on en de´duit τ0(b0) = τ0(a0). Par
ailleurs, toujours par de´finition de βµ, il existe (ai)i∈I ∈ rb(R)
−1(µ) telle que
∀i ∈ I,ai▷ ai, bi.
On a alors, pour tout i ∈ I,
ai▷ bi ⇒ bi = ai(τi(bi)) = ai(δi(τ0(b0))) = ai(δi(τ0(a0))) = ai(τi(ai)) = ai.
Donc, on a bien soit (IdS)
βµ(a) = ∅, soit (IdS)βµ(a) = {a}.
Ve´rifions finalement la seconde proprie´te´. Soit donc ((S
f
→ T ), (T
g
→ U)) ∈
Ð→
C0
2
un couple de fle`ches composables, µ ∈M , et a = (ai)i∈I ∈ S
β . Nous devons mon-
trer que
(g ○ f)βµ(a) ⊂ (gβµ ⊙ fβµ)(a).
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Supposons donc (g ○ f)βµ(a) non vide, et conside´rons un e´le´ment quelconque
c = (ci)i∈I ∈ (g○f)βµ(a). Soit (ai)i∈I ∈ rb(R)−1(µ) une famille de parties externes
de re´alisations telle que
∀i ∈ I,ai▷ ai, ci,
famille qui existe par de´finition de (g ○ f)βµ .
Posons t0 = ρ(a) = τ0(a0) ∈ S
h0 , t1 = f
h0(t0) ∈ T
h0 et t2 = g
h0(t1) ∈ U
h0 .
L’horloge h0 e´tant cate´gorique, on a t2 = (g ○ f)h0(t0) et, par de´finition de
(g ○ f)βµ(a), on a (g ○ f)h0(t0) = τ0(c0), de sorte que t2 = τ0(c0) = ρ(c).
Posons ensuite b = (bi)i∈I avec b0 = a0(t1) ∈ T
α0 et, pour tout i ∈ I ∖ {0},
bi = ai(δi(t1)).
Montrons que b ∈ fβµ(a). D’abord, on a bien b ∈ T β puisque, pour tout i ≠ 0,
on a premie`rement
t1 ∈ T
h0 ⇒ δi(t1) ∈ (∆iT )
hi ⇒ ai(δi(t1)) ∈ (∆iT )
αi ,
et deuxie`mement
τi(bi) = τi(ai(δi(t1))) = δi(t1) = δi(τ0(b0))
puisqu’en effet b0 = a0(t1)⇒ t1 = τ0(b0). On en de´duit au passage que ρ(b) = t1.
Ensuite, par construction meˆme, on a ∀i ∈ I,ai▷ai, bi. On a donc bien b ∈ fβµ(a).
Montrons a` pre´sent que c ∈ gβµ(b). D’abord, on a bien c ∈ Uβ, puisque
(g ○ f)βµ(a) ⊂ Uβ . Ensuite, on a t2 = τ0(c0) = (g ○ f)h0(t0) = gh0(t1) d’ou`
τ0(c0) = g
h0(τ0(b0)). Enfin, la meˆme famille de parties externes de re´alisations
(ai)i∈I ve´rifie e´videmment
∀i ∈ I,ai▷ bi, ci.
On a donc bien c ∈ gβµ(b).
Finalement,
b ∈ fβµ(a) et c ∈ gβµ(b)⇒ c ∈ (gβµ ⊙ fβµ)(a),
ce qu’il s’agissait d’e´tablir.
Ayant ainsi e´tabli que la dynamique primo-engendre´e [Gr(F)]p est sous-
cate´gorique, le fait que les dynamiques graphiques [Gr(F)]f , [Gr(F)]s et [Gr(F)]m
le soient e´galement est une conse´quence imme´diate de la construction donne´e
aux sections 2.3.3 et 2.4.3, elle-meˆme fonde´e sur la proposition 2.
◻
4.4.1 Dynamiques sous-cate´goriques engendre´es par F
Le the´ore`me de stabilite´ des dynamiques sous-cate´goriques permet de poser
la de´finition suivante.
De´finition 24. Soit F une famille dynamique sous-cate´gorique. On appelle
dynamique ouverte primo-engendre´e par F , et on note [F]p la dynamique sous-
cate´gorique ouverte sur le moteur synchronisateur de F qui, en tant que dyna-
mique graphique, co¨ıncide avec [Gr(F)]p. On de´finit de meˆme, toujours sur le
moteur synchronisateur de F , les dynamiques sous-cate´goriques ouvertes [F]f ,
[F]s et [F]m :
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– la dynamique ouverte [F]f , fonctionnellement engendre´e par F co¨ıncide
avec [Gr(F)]f ,
– la dynamique ouverte [F]s, souplement engendre´e par F co¨ıncide avec
[Gr(F)]s,
– la mono-dynamique scande´e [F]m, mono-engendre´e par F co¨ıncide avec
[Gr(F)]f .
Remarque 12. Reprenant les constructions de la section §4.2 de [7], on voit
qu’il est bien suˆr possible de combiner les diverses relations d’e´quivalence sur
l’ensemble des parame`tres qui de´finissent les divers modes d’engendrements pa-
rame´triques — ces relations d’e´quivalence e´tant elles-meˆmes de´finies par le choix
de ≪ tas ≫ au sein des parame`tres de chacune des composantes de la famille dyna-
mique conside´re´e, tas dont il possible de prendre l’union, l’intersection, etc... —
pour produire de nouveaux modes d’engendrements parame´triques, l’ide´e e´tant
de trouver le juste e´quilibre entre l’ouverture excessive de [F]p, offrant des pa-
rame`tres en re´alite´ souvent inutilisables, et la fermeture comple`te sur elle-meˆme
de [F]m, qui n’offre plus aucune prise a` l’interaction avec d’autres dynamiques.
4.5 Dynamiques cate´goriques et stabilite´
De´finition 25. On appelle famille dynamique cate´gorique une famille dyna-
mique sous-cate´gorique dont toutes les composantes sont cate´goriques.
De´finition 26. Une famille dynamique cate´gorique F est dite primo-stable
(respectivement : fonctionnellement stable, souplement stable, mono-stable) si la
dynamique sous-cate´gorique ouverte [F]p (respectivement : [F]f , [F]s, [F]m)
est cate´gorique.
5 Conclusion
Tout comme pour l’article pre´ce´dent [7], notre objectif n’e´tait pas ici de
donner une intuition des notions pre´sente´es mais d’e´crire les de´finitions qui,
ulte´rieurement, permettront de pre´senter les exemples qui montreront, nous
l’espe´rons, tout leur inte´reˆt. Deux phe´nome`nes en particulier ne manqueront
pas alors d’attirer l’attention.
D’une part, et c’est la` un phe´nome`ne tre`s inte´ressant aussi d’un point de vue
philosophique, dans certains cas, l’interaction de dynamiques de´terministes peut
produire une dynamique non de´terministe, du moins dans le cas de l’engendre-
ment fonctionnel. De´crivons en quelques mots le principe d’un tel phe´nome`ne :
conside´rant deux syste`mes en interaction, et donnant a` chacun d’eux comme
contrainte de´terminante — ≪ de´terminante ≫ en tout cas selon le point de vue
de l’engendrement fonctionnel — de se comporter exactement comme l’autre,
alors la dynamique ainsi engendre´e est tre`s largement inde´terministe.
D’autre part, comme nous l’avons annonce´ d’emble´e, il y a le fait — qui est
a` l’origine de notre inte´reˆt pour les dynamiques sous-cate´goriques — que l’in-
teraction de dynamiques cate´goriques n’engendre pas toujours une dynamique
cate´gorique, ce dont il est tre`s facile de donner des exemples 20. En fait, au moins
lorsqu’on s’en tient a` l’usage des horloges existentielles 21, cette instabilite´ des
20. Nous avons donne´ le principe d’un tel exemple dans notre confe´rence [6] du 6 mai 2015.
21. Voir [2] et [3], section §3.4.3.
22
dynamiques cate´goriques ne s’observe pas pour les moteurs cate´goriques clas-
siques (N, Z, R+ et R) : dans ces cas la`, en effet, les horloges existentielles sont
totalement ordonne´es, et il est toujours possible, en particulier, de recoller une
solution de´finie sur un intervalle [a, b] avec une solution de´finie sur un intervalle
[b, c]. Pour certains moteurs cate´goriques, les familles dynamiques cate´goriques
a` horloges existentielles seront ainsi toujours stables et, avec ces horloges, c’est
donc uniquement lorsqu’entrent en jeu des temporalite´s non ordinaires — par
exemple cycliques, arborescentes, multi-dimensionnelles, etc... — que l’instabi-
lite´ des dynamiques cate´gorique est susceptible de se manifester. Les conditions
de stabilite´ des interactions entre dynamiques cate´goriques constituent ainsi
l’une des explorations qu’il s’agira de poursuivre.
Enfin, l’e´tape suivante naturelle pour toutes ces recherches concerne les dy-
namiques cate´goriques (ou sous-cate´goriques) ouvertes connectives, et leurs in-
teractions.
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